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Divide and Conquer
Dynamic Programming

The following two lectures are 

L2
L3



L2. 分割統治法

Divide and conquer



ソートのまとめ
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 本講義では，これまで４種類のソートアルゴリズムを学
んだ．それぞれの特徴を表にまとめると次のようになる
(それぞれの特徴をしっかり把握しておくこと）

最悪実行
時間

最良実行
時間

平均実行
時間

その場
ソートか
否か

その他の特徴

挿入ソート 𝑂 𝑛2 𝑂 𝑛 𝑂 𝑛2 ○

マージソート 𝑂(𝑛 lg 𝑛) 𝑂(𝑛 lg 𝑛) 𝑂(𝑛 lg 𝑛) × 分割統治法

ヒープソート 𝑂(𝑛 lg 𝑛) 𝑂(𝑛 lg 𝑛) 𝑂(𝑛 lg 𝑛) ○
ヒープはデータ構造
としても有用

クイックソート 𝑂 𝑛2 𝑂(𝑛 lg 𝑛) 𝑂(𝑛 lg 𝑛) ○
• 分割統治法
• 実用上は最も高速



5 http://www.lab2.kuis.kyoto-u.ac.jp/~shuichi/algintro/alg-3s.pdf

http://www.lab2.kuis.kyoto-u.ac.jp/~shuichi/algintro/alg-3s.pdf


6 http://www.lab2.kuis.kyoto-u.ac.jp/~shuichi/algintro/alg-3s.pdf

It is n factorial

It is n square



7 http://www.lab2.kuis.kyoto-u.ac.jp/~shuichi/algintro/alg-3s.pdf
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n2 4            256         ~106                  ~1012 



クイックソートにおける分割統治法
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クイックソートは，マージソートと同様，分割統治法に基づ
いたアルゴリズムである．配列𝐴[𝑝. . 𝑟]のソートを行うため
の分割統治の３段階（分割，統治，結合）を以下に示す．

分割： 配列𝐴[𝑝. . 𝑟]を以下の条件を満たす二つの（空の可能性もある）

部分配列𝐴[𝑝. . 𝑞 − 1]と𝐴[𝑞 + 1. . 𝑟]に分割する(添字𝑞の値は，

この分割手続きの中で計算）

 𝐴[𝑝. . 𝑞 − 1]のどの要素も𝐴[𝑞]

 𝐴[𝑞 + 1. . 𝑟]のどの要素も𝐴 𝑞 より大きい

統治： 二つの部分配列𝐴[𝑝. . 𝑞 − 1]と𝐴[𝑞 + 1. . 𝑟]をクイックソートで

ソートする

結合： なにもしない Design idea and principle



クイックソートの擬似コード
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QUICKSORT(𝐴, 𝑝, 𝑟)

1. if 𝑝 < 𝑟

2. 𝑞 = PARTITION(𝐴, 𝑝, 𝑟)

3. QUICKSORT(𝐴, 𝑝, 𝑞 − 1)

4. QUICKSORT(𝐴, 𝑞 + 1, 𝑟)

クイックソートの動きのポイントとなるのは，上記擬似
コードの2行目のPARTITION()



PARTITIONの擬似コード
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PARTITION(𝐴, 𝑝, 𝑟)

1. 𝑥 = 𝐴 𝑟

2. 𝑖 = 𝑝 − 1

3. for 𝑗 = 𝑝 to 𝑟 − 1

4. if 𝐴 𝑗 ≤ 𝑥

5. 𝑖 = 𝑖 + 1

6. 𝐴 𝑖 と𝐴 𝑗 を交換

7. 𝐴 𝑖 + 1 と𝐴 𝑟 を交換

8. return 𝑖 + 1

𝐴[𝑝. . 𝑟]の最後の要素である𝐴[𝑟]を基準(ピボット)

とし，値が𝐴[𝑟]以下となる要素を配列の前半に，
𝐴[𝑟]より大きい要素を配列の後半に再配置する

𝐴 𝑝. . 𝑟 を𝐴 𝑝, 𝑞 − 1 と𝐴[𝑞 + 1, 𝑟]の二つに分ける
際の𝑞の値は，ピボットの値以下となる要素が配列

中にいくつあるかによって定まる

𝑖は，𝐴[𝑟]以下となる値と，𝐴[𝑟]
より大きい値の境界位置を示
す変数（𝐴 𝑝 ∼ 𝐴[𝑖]はすべて

𝐴[𝑟]以下の値となる）



2 1 7 8 3 5 6 4

PARTITION(𝐴, 𝑝, 𝑟)の動きの例
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2 8 7 1 3 5 6 4

2 8 7 1 3 5 6 4

2 8 7 1 3 5 6 4

2 8 7 1 3 5 6 4

2 1 3 8 7 5 6 4

2 1 3 8 7 5 6 4

2 1 3 8 7 5 6 4

2 1 3 4 7 5 6 8

全て4以下 全て4より大きい

ピボットが移動した位置がPartitionの返値

ピボット
𝑖

𝑖

𝑖

𝑖

𝑖

𝑖

𝑖

𝑖

𝑖

𝑗

𝑗

𝑗

𝑗

𝑗

𝑗

𝑗
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クイックソートの性能①: 最悪実行時間

 クイックソートの実行時間は，分割手続きPARTITIONが配列を均等に分割できるかどうかに依存する

 クイックソートが最悪の実行時間となるのは，分割手続きが𝑛個の配列のソートを𝑛 − 1個の配列のソー
トと0個の配列のソートに分ける場合（例：ソート済みの配列）

 PARTITIONの実行時間がΘ 𝑛 となることを考えると，この場合の実行時間𝑇(𝑛)の漸近式は以下のように
なる:

𝑇 𝑛 = 𝑇 𝑛 − 1 + 𝑇 0 + Θ 𝑛 = 𝑇 𝑛 − 1 + Θ 𝑛

 上記の漸化式を解くと，𝑇 𝑛 = Θ 𝑛2 が得られる。

クイックソートの性能②: 最良実行時間

 一方，クイックソートが最良の実行時間となるのは，分割手続きが𝑛個の配列のソートを⌊𝑛/2⌋
個の配列のソートと 𝑛/2 + 1個の配列のソートに分ける場合

 最悪の場合と同様，PARTITIONの実行時間がΘ 𝑛 となることを考えると，この場合の実行時間
𝑇(𝑛)の漸化式は以下のようになる:

𝑇 𝑛 ≤ 2𝑇 𝑛/2 + Θ 𝑛

 分類定理より上記の漸化式の解は，𝑇 𝑛 = Θ 𝑛 lg 𝑛 となる



乱択版クイックソート
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 クイックソートの実行時間は，ピボットとして選択され
た値がその配列の中で何番目に小さい値かで決まる

 分割手続きPARTITIONで，ピボットの選び方を乱数によっ
て決定することで，都合の悪い入力が与えられた時に，
常に最悪実行時間となるのを防ぐことができる

 乱択版クイックソートによって，ソート済み配列の期待実行時
間は，通常のクイックソートの𝑂 𝑛2 から𝑂(𝑛 lg 𝑛)に改善

 配列の値が全て同じ場合は，乱択版クイックソートを利用して
も実行時間は𝑂 𝑛2 のまま（全ての入力に関して実行時間の
オーダが改善する訳ではない）



乱択版クイックソートの擬似コード①
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 乱択版PARTITIONの擬似コードを以下に示す．ピボット
の選択を乱数で行う以外は，通常のPARTITIONと同じ

RANDOMIZED-PARTITION(𝐴, 𝑝, 𝑟)

1. 𝑖 = RANDOM(𝑝, 𝑟)   ⊳ ピボットに使う値の添字を乱数で選択

2. 𝐴 𝑟 と𝐴 𝑖 を交換

3. return PARTITION(𝐴, 𝑝, 𝑟)



乱択版クイックソートの擬似コード②
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乱択版PARTITIONを利用する以外は，乱択版クイックソー
トと通常のクイックソートの擬似コードは同じ：

RANDOMIZED-QUICKSORT(𝐴, 𝑝, 𝑟)

1. if 𝑝 < 𝑟

2. 𝑞 = RANDOMIZED-PARTITION(𝐴, 𝑝, 𝑟)

3. RANDOMIZED-QUICKSORT(𝐴, 𝑝, 𝑞 − 1)

4. RANDOMIZED-QUICKSORT(𝐴, 𝑞 + 1, 𝑟)



乱択版クイックソートの実行時間
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 乱択版クイックソートの実行時間は，以下のようになる：

 最良実行時間と平均実行時間： 𝑂(𝑛 lg 𝑛)

 最悪実行時間： 𝑂 𝑛2 ただし，最悪実行時間となるような入
力は，通常のクイックソートと比較して大幅に少ない



ソートのまとめ
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 本講義では，これまで４種類のソートアルゴリズムを学
んだ．それぞれの特徴を表にまとめると次のようになる
(それぞれの特徴をしっかり把握しておくこと）

最悪実行
時間

最良実行
時間

平均実行
時間

その場
ソートか
否か

その他の特徴

挿入ソート 𝑂 𝑛2 𝑂 𝑛 𝑂 𝑛2 ○

マージソート 𝑂(𝑛 lg 𝑛) 𝑂(𝑛 lg 𝑛) 𝑂(𝑛 lg 𝑛) × 分割統治法

ヒープソート 𝑂(𝑛 lg 𝑛) 𝑂(𝑛 lg 𝑛) 𝑂(𝑛 lg 𝑛) ○
ヒープはデータ構造
としても有用

クイックソート 𝑂 𝑛2 𝑂(𝑛 lg 𝑛) 𝑂(𝑛 lg 𝑛) ○
• 分割統治法
• 実用上は最も高速
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https://www.codereading.com/algo_and_ds/algo/quick_sort.html

https://www.codereading.com/algo_and_ds/algo/quick_sort.html
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Work in Class

Try to run quicksort

https://www.codereading.com/algo_and_ds/algo/source/quick_sort.py

https://www.codereading.com/algo_and_ds/algo/source/quick_sort.py
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https://www.codereading.com/algo_and_ds/algo/merge_sort.html
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Exercises
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Ex 1

Understand the divide and conquer 

approach to solve the sorting problem and 

other problems

Ex 2

Refer to the quick-sort in python 
https://www.codereading.com/algo_and_ds/algo/quick_sort.html

and merge-sort in python
https://pythonandr.com/2015/07/05/the-merge-sort-python-code/

Please 
- measure the execution time of both algorithms, 

- run for different data sizes, and  

- draw their comparisons in a plotting graph. 

https://www.codereading.com/algo_and_ds/algo/quick_sort.html
https://pythonandr.com/2015/07/05/the-merge-sort-python-code/
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https://www.codereading.com/algo_and_ds/algo/source/quick_sort.py

クイックソートのデモンストレーション プログラム: quick_sort.py

https://helloacm.com/quick-demonstration-of-quick-sort-in-python/

(1) Demostration

(2) Add time() for performance

https://www.codereading.com/algo_and_ds/algo/source/quick_sort.py
https://helloacm.com/quick-demonstration-of-quick-sort-in-python/
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